
 

10 

 

پژوهش های معاصر در علوم و تحقیقات  مجله   

4140 مهر ، 75م، شماره هفتسال   

 

ISSN: 2676-5764 

www.jocrisar.ir 

 NSD برای متغیرهای تصادفیهمگرایی کامل گشتاوری 

 ENDای از متغیرهای تصادفی آرایهو 

 

   1سودابه لطفیان
 ، تهران. ایران، دانشگاه آزاد اسلامی واحد تهران مرکزکارشناس ارشد آمار ریاضی 1 

  

 

 چکیده 

ای از اعداد حقیقی را در گام اول، در نظر گرفته، سپس مجموع ای از متغیرهای تصادفی و همچنین دنبالهدر این مقاله، دنباله

اعداد حقیقی، موزون شده را که توسط  این متغیرها میمتغیرهای تصادفی  به بررسی همگرایی  را تشکیل داده و  پردازیم.  اند 

گیریم که دامنه این تابع فضای اقلیدسی چند بعدی و برد آن فضای  همچنین، دو بردار تصادفی و تابع دیگری را در نظر می

دهیم.  حقیقی باشد. بدین ترتیب، ابتدا ماکسیمم متغیرهای دو بردار را به صورت نظیر به نظیر در نظر گفته و این تابع را اثر می

-در گام دوم، مینیمم متغیرهای دو بردار، نظیر به نظیر در نظر گرفته شده و مجدداً اثر این تابع بر آن را بررسی و ارزیابی می

شوند. در مرحله بعد این تابع را روی دو بردار تصادفی به طور جداگانه تعریف  کنیم. سپس نتایج حاصل با همدیگر جمع می

کنیم. چنانچه، مجموع تعریف شده در ابتدا از مجموع تعریف شده در مرحله دوم  کرده و نهایتا، مجموع این دو مقدار را پیدا می

ای از متغیرهای  بررسی شرایط لازم و کافی برای همگرایی کامل دنبالهنامیم.  بیشتر یا مساوی باشد، آنگاه تابع را زبرجمعی می

تصادفی وابسته منفی و همچنین همگرایی کامل گشتاوری برای این دنباله از متغیرهای تصادفی و نهایتاً مقایسه این دو نوع  

آنجایی که همگرایی کامل  گشتاوری قوی  .همگرایی است از همگرایی کامل استاز  نتایج بسیار جامع و    ،تر  تحقیق  این  لذا 

برقراری  برای  لازم  مفروضات  و  شرایط  آوردن  دست  به  با  داشت.  خواهد  تصادفی  متغیرهای  از  گونه  این  برای  را  کاربردی 

و کاربردهای    NSDوابستگی زیر جمعی منفی  .  همگرایی کامل بالطبع همگرایی قوی و همگرایی ضعیف نیز برقرار خواهد بود

ویژه طور  به  میآن،  نشان  نتایج  انتها،  در  هستند.  نظر  مورد  تحقیق  این  در  با  ای  مرتبط  قضایای  اثبات  به  توجه  با  که  دهند 

 شود. همگرایی کامل گشتاوری، نتایج سایر تحقیقات دیگر در همین زمینه بسط داده می

 اعداد حقیقی، متغیرهای تصادفی، همگرایی گشتاوری کامل، تابع، متغیر وابسته منفی زبر جمعی. های کلیدی:  اژهو
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 مقدمه 

متناهی از متغیرهای تصادفی داشته باشیم و اثر توابعی غیرنزولی بر این    اییا به عبارت دیگر، دنباله  با این فرض که اگر خانواده

را تشکیل دهیم باشند  ،متغیرهای تصادفی  یا صفر  توابع مقداری منفی  این  این صورت    توان گفت، می چنانچه کوواریانس  در 

وابسته منفی هستند. چنین   تصادفی  اول    متغیرهای  مقاله، در گام  این  در  از یک طرف،  ازدنبالهبنابراین،  و    ای  اعداد حقیق 

سپس مجموع موزون متغیرهای تصادفی را تشکیل شوند،  گرفته میمتغیرهای تصادفی روی فضای احتمال در نظر    همچنین

گیریم که دامنه تابعی دیگر را در نظر میو  تصادفی    دو بردار  دیگر،  از طرف.پردازیمداده و به بررسی همگرایی این متغیرها می

این تابع فضای اقلیدسی چند بعدی و برد آن فضای حقیقی باشد ابتدا ماکسیمم متغیرهای دو بردار را نظیر به نظیر در نظر 

مینیمم متغیرهای دو بردار را نظیر به نظیر در نظر گرفته و مجددا اثر این تابع بر آن را  ار ادامه، . دهیمگفته و این تابع را اثر می

این تابع را روی دو بردار تصادفی به طور جداگانه   یف کنیم. در مرحله بعدجمع می یگدیگر را با  بدست آمده . نتایج کنیمپیدا می

حله در ابتدا از مجموع تعریف شده در مر  بدست آمده. اگر مجموع  آموریمبدست می  نیز  تعریف کرده و مجموع این دو مقدار را

نامیم.همچنین اگر امید ریاضی تابع زبرجمعی برای بردار تصادفی کمتر یا  دوم بیشتر یا مساوی باشد، آنگاه تابع را زبرجمعی می

باشد ولی    نیز  که مستقل از بردار اولیهبه طوری  مساوی امید ریاضی تابع زبرجمعی برای هر بردار تصادفی دلخواه دیگر باشد  

آن هم زبرجمعی می  باشند،توزیع  متغیرهای  وابسته منفی  را  اولیه  نظر گرفته شده  بردار در  این صورت  نظر    گوییم.در  در  با 

ای صعودی و  ای از متغیرهای تصادفی وابسته منفی زبرجمعی را در نظر گرفته همچنین دنبالهگرفتن این مفاهیم، حال دنباله

را در نظر می اعداد حقیقی  از  تابعی مثبت  گیریم.مثبت  به قدر مطلق    سپس  تابع  این  این شرط که حاصل تقسیم  با  زوج  و 

و بیشتر یا مساوی یک باشد    pکمتر از    qام نزولی باشد هرگاه  pام صعودی و حاصل تقسیم آن به مقدار مطلق مرتبه  qمرتبه  

صفر باشد، و امید ریاضی حاصل تقسیم تابعی از    برابر با  در این صورت اگر امید ریاضی متغیرهای تصادفی  گیریم.در نظر می

این مجموع   و سری نامتناهی  بدست آوریممجموع متناهی آن را    م،این متغیر تصادفی به تابعی از اعداد ثابت را تشکیل دهی

توان همگرایی کامل گشتاوری را نتیجه گرفت.در این تحقیق، بررسی شرایط لازم و کافی برای همگرایی  گاه میهمگرا باشد، آن

از متغیرهای تصادفی وابسته منفی و همچنین همگرایی کامل گشتاوری برای این دنباله از متغیرهای تصادفی و    ایکامل دنباله

آنجایی که همگرایی کامل  گشتاوری قوی از  اصلی است.  اهداف  از جمله  این دو نوع همگرایی،  مقایسه  از همگرایی نهایتاً  تر 

کامل است، لذا این مقاله، نتایج بسیار جامع و کاربردی را برای این گونه از متغیرهای تصادفی خواهد داشت. با به دست آوردن  

شرایط و مفروضات لازم برای برقراری همگرایی کامل بالطبع همگرایی قوی و همگرایی ضعیف نیز برقرار خواهد بود. لازم به  

وجود دارند، بنابراین قضایای زیادی در    ذکر است که از آنجایی که متغیرهای تصادفی در آمار به دو صورت مستقل یا وابسته

بیشتر موارد   ثابت شده است ولی در عمل همیشه متغیرهای تصادفی مستقل نیستند و در  مورد متغیرهای تصادفی مستقل 

هستند. از طرفی،    عنوان متغیرهای اولیه در نظر گرفته شده متغیرهای تصادفی وابسته  اند. آنچه که در این تحقیق بهوابسته 

گوییم هرگاه این همگرایی در احتمال برقرار باشد و چنانچه این همگرایی به صورت قریب به یقین یا  همگرایی را ضعیف می

  گوییم.تقریباً همه جا باشد آنگاه همگرایی حاصل را همگرایی قوی می

باشد. در واقع، با گردآوری آخرین مقالات منتشر شده در  مدل بکار گرفته شده در تحقیق حاضر، بنیادی و از نوع نظری می

با   با موضوع  رابطه  به مرزهای دانش در  با دستیابی  پرداخته و  آنها  به مطالعه  از معتبرترین مجلات،  با موضوع تحقیق  رابطه 

روش نظری و نیز اصول ریاضی به بررسی رابطه بین مطالب اثبات شده در این مقاله پرداخته و مسیر پیشرفت موضوع به ویژه  

سال اخیر بر اساس تحقیقات منتشر شده مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است. با توجه به اینکه موضوع تحقیق دارای   10طی 

ای و تطبیقی  مرز دانش روش تحقیق کتابخانه  باشد، لذا جهت دستیابی به آخرین تحقیقات و رسیدن بهبعد پیشرفته نظری می

از سایت استفاده  با  یعنی  است  است و سپس  انتخاب شده  استخراج شده  رابطه  این  در  مقالات  علمی جدیدترنی  معتبر  های 

نیز جمع  را  اصلی  به کار برده شده در مقاله  نتیجهمقالات و کتب  با تحلیل مطالب،  پذیرد. در  گیری صورت می آوری کرده و 

 شود.ادامه به تعریف گشتاور و بررسی متغیرهای تصادفی نیز پرداخته می
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 تعریف گشتاورها   1-1

مهم از  مفید  برخی  اطلاعات  باترین  دوم   توسطتصادفی    هایمتغیر  مرتبط  و  اول  مرتبه  گشتاورهای  ویژه  به  گشتاورها 

قرار میمشخص می بررسی  مقاله مورد  این  در  نیز  را  تعریف گشتاورها  بنابراین،  را  شود.  نیز چند همگرایی  ادامه  در  و  دهیم 

کران ارائه  در  مقادیر  محاسبه  برای  که  کنیم  می  میمطرح  نشان  دارند.  مهمی  نقش  که  ها  متغیر   −nدهیم  گشتاور  امین 

که با   Xتصادفی  
n شود:( تعریف می1صورت رابطه ) شود، بهنمایش داده می 

(1)                                                                                                  

( ) ( ) ,n n

n E X x f x dx


−
 = =  

 متغیرهای تصادفی مرتبه دوم   1-1-1

,چنانچه متغیرهای تصادفی   , ,...X X X1 2 )، که دارای دومین گشتاور  3 ) ( ) ( ), , ,...E X E X E X2 2 2

1 2 ، و به  3

 شوند. صورت متناهی تعریف شده باشند، متغیرهای تصادفی مرتبه دوم نامیده می

 متغیرهای تصادفی وابسته منفی   2-1-1

احتمالیک   و Ω,F, P)مانند    فضای  روی  دنباله  (  شده  تعریف  تصادفی  متغیرهای  از  صورت ای  به  را  آن 

 ,nX n 1    را    کندایفا می  ایکنندهبرای آن، نقش تعیین  در نظر گرفتن رابطه استقلال یا وابستگی در آمار و احتمالکه

به یکدیگر    ی مختلف و متعددیهاپدیده   دنیای واقعی،استقلال متغیرهای تصادفی یک ویژگی قوی است اما در  فرض کنید.  

 هستند.وابسته 

 1مارتینگل   تواند شاملکه می  های وابستگی از رده  دیگر  برخی  بنابراین علاوه بر مطالعه استقلال متغیرهای تصادفی،

،m-   2وابستگی ،ρ-3آمیخته ،ϕ- ادامه این  در  بگیریم.  در نظر گرفته    باشد را  نیز 6و وابستگی مثبت   5وابستگی منفی    ،4آمیخته

وابستگی    مطلب، ساختارهای  از  نوع  دو  شامل  به  منفیکه  منفی  7پیوندی  جمعی  زبر  وابسته  متغیرهای   8و  مجموعه  برای 

در همین    پردازیم.می نیز    اند علاقه بسیاری از نویسندگان را به خود جلب کرده  های اخیر، توجه وطی سال  هستند و  تصادفی 

  ( 2000( و هو )1983جاج و پروشان )که برگرفته از نتایج حاصل از تحقیق  ابتدا چند وابستگی مربوط به این دو ساختار  راستا،  

 .  شوندهستند، معرفی می

 یافته متغیرهای تصادفی وابسته منفی توسعه  3-1-1

توسط   که  می  ( 2009)لیو  تحقیقی  نشان  است،  شده  که  انجام  تصادفی  دهد  متغیرهای  از  متناهی  مجموعه  یک 

حقیقی  ,iX i n 1،  که به اختصار تحت عنوان   9وابسته منفی توسعه یافته  متغیر تصادفی(END)   شوندنیز شاخته می 

 
1 Martingale 

dependence-m 2 

mixed-ρ 3 

mixed -ϕ 4 

(ND) Dependence Negative 5 

(PD) Dependence Positive 6 

(NA) Association Negative 7 

(NSD) Dependence Superadditive Negatively 8 

(END) Dependent Negatively Extended 9 
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Mاگر   با این شرط که  ،باشدمی 0  دو نابرابری زیر برای هر   گاهآنوجود داشته باشد
ixی بر اساس معادلات نشان داده  حقیق

i    (،3( و )2شده در روابط ) n 1  :برقرار باشند 

( ) ( ),...,
n

n n i i

i

P X x X x M P X x
=

   1 1

1

    )2( 

   (3 )                                                               ( ) ( ),...,
n

n n i i

i

P X x X x M P X x
=

   1 1

1

 

هر   را در صورتی که  ENDیک دنباله متناهی از متغیرهای تصادفی   ،  (1983جاج و پروشان  در تحقیق دیگری، )

(  3( و )2اگر دو نابرابری )  در پژوهش خود نشان داده است  ( 1966)لهمن،اند.  ، نشان دادهباشد  ENDزیر دنباله متناهی از آن  

Mبه ازای هر  گاه دنباله آن برقرار باشند، 1= ,iX i n 1.وابسته منفی است 

 

 

 

 متغیرهای تصادفی پیوند منفی   4-1-1

  ( هستند،NAپیوند منفی )  نتایج مختلفی در آمار و احتمال تحت این فرض که برخی از متغیرهای تصادفی دارای

پروشان )( معرفی شده1981) توسط آلام و سکنا و جاج و  را به دقت مورد مطالعه قرار دادهآن  (1983اند  یک دنباله    اند.ها 

متناهی از متغیر های تصادفی   ,iX i n 1،NA   اگر برای هر جفت زیر مجموعه جدا از هم    شود،نامیده میA1  وA2 ،  

 , ,...,n12   دو تابع  و همچنین، در صورتی که   f1  وf2  ( وجود داشته 4)  رابطه  صعودی باشند و کواریانس تعریف شده در

 :نوشت معادله را به صورت زیر بتوان، باشد

( ) ( )( )cov , , ,i jf X i A f X j A  1 1 2 2 0                                                                     )4(  

نیز برقرار   (4نابرابری )گاه  آن  نزولی باشند،f2و  f1جاج و پروشان( اگر توابع  بر اساس نتایج حاصل از تحقیق، )

 (4در رابطه )f2و   f1این است که توابع   ،پیوند منفی  متغیرهای تصادفی دارای  هاییکی از مزیتلازم به ذکر است که    است.

بنابراین،    شود.های مختلفی داشته باشند و این نتیجه به بسیاری از نابرابری ها چند متغیره مفید منجر میتوانند صورتمی 

توان فرض کرد می   ، مفهوم  بدون از دست دادن کلیت , ,...,A A n=1 2 پیوند منفی    همچنین یک دنباله متناهی، است.  12

توسط تر  که پیش  NAچند ویژگی برای متغیرهای تصادفی  در ادامه،    است اگر هر زیر دنباله متناهی از آن پیوند منفی باشد. 

 کنیم.  است نیز اشاره میبیان شده  در پژوهشی (1983جاج و پروشان )

...،  A1  ،A2فرض کنید    •  ،
mA  های  مجزازیر مجموعه   , ,...,n12    و همچنینmf   .., ,,f f1 توابع صعودی    2

، ...،  X1 ،X2بودن    NAدر این حالت   باشند.
nX ،(6( و )5روابط ) معادل است با : 

( ) ( ) ( ),..., , ,n n i i j jP X x X x P X x i A P X x j A      1 1 1 2                               )5(  

( ) ( ) ( ),..., , , .n n i i j jP X x X x P X x i A P X x j A      1 1 1 2                              )6(  

 است. NA ،NAیک زیر مجموعه دو تایی یا بیشتر از متغیرهای تصادفی  •

 هستند.  NA،NAهای جدا از هم یک مجموعه از متغیرهای تصادفی توابع صعودی تعریف شده روی مجموعه •

 است.  NA،NAهای مستقل از متغیرهای تصادفی  اجتماع مجموعه •



 پژوهش های معاصر در علوم و تحقیقات  مجله

 1404، مهر 75سال هفتم، شماره 

14 

 

تصادفی   ,...,متغیرهای  nX X1    پایین از  منفی  وابسته  زیر  مقادیر    ،نامندمی  (LND)10را  تمام  برای  که  اگر 

,...,حقیقی  nx x1( برقرار باشد: 7، رابطه ) 

( )
n n

j j j j

jj

P X x P X x
==

 
      

 


11  (7                                                                          )  

,...,همچنین، متغیرهای تصادفی  nX X1  11زبر وابسته منفی از بالا را  (UND)   اگر که برای تمام مقادیر    ،نامند می

,...,حقیقی  nx x1
 ( برقرار باشد: 8، رابطه )

( )
11

n n

j j j j

jj

P X x P X x
==

 
      

 
                                                                          )8( 

تصادفی   ,...,متغیرهای  nX X1( منفی  وابسته  نامند NDرا  تصادفی    باشند.   UNDو     LNDاگر  ،(  متغیرهای 

,..., nX X1   به دو وابسته منفی برای هر    PND  12را دو  اگر که  iگوییم  j   باشیم که    داشته
iX    و

jX   وابسته منفی  

,...,هرگاه    ،بیان شد  نیز  همانطور که قبلا   باشند.  nX X1    پیوند منفیNA  به صورت زیر در نظر    ( را9رابطه )  توانمی  ،باشند

 :گرفت

( ) ( )( )1 1 2cov , , , 0i jf X i A g X j A                                                                      )9(  

برقرار   (10، رابطه )نیز  باشند  نزولی  gوfاگر  ،حالهستند.  توابعی صعودی    gوfرابطه فوق،  که در  به طوری  

 است:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2cov , , , cov , , , 0i j i jf X i A g X j A f X i A g X j A−  −  =            )10( 

,...,متغیرهای تصادفی   nX X1  13طور خطی وابسته منفی  را به  LIND   گوییم اگر برای هر دو مجموعه مجزای

A    وB    از , ,...,n12    و اعداد حقیقی مثبت,..., n 1    متغیرهای تصادفیi jj A
X

    وk kk B
X

    پیوند منفی

دنباله  ذکر این نکته ضروری است که    باشند.  ,nX n 1  با این شرط که    از متغیرهای تصادفی در هر مفهوم از مفاهیم فوق

،  (ND)ویژگی وابسته منفی  شویم که  شود. یادآور میدر نظر گرفته میوابسته    ،هر تعداد متناهی از آنها وابستگی داشته باشند

منفی   نمی  (NA)پیوند  نتیجه  برای  را  )امینی  دهد.  تحقیق  ادعا،  این  می2003اثبات  بررسی  را  کنید  کنیم.  (  فرض 

, ,X X X1 2 بر  3 شده  تعریف  تصادفی  متغیر  احتمال    سه  فضای  روی  ( ), , ,B P01     و )باشند  ) ( )1
0,

2

1X w I w
 
 
 

=  

)و ) ( )2 3 8
,

10 10

X w I w
 
 
 

)و   = ) ( )3 4 6 8
, ,1

10 10 10

X w I w
   
   
   

,متغیرهای تصادفی  . بنابراین،  = ,X X X1 2  وابسته منفی    3

(ND)باشند، ولی اگر توابع غیرنزولی )نسبت به هر مولفه(  میf    وg    در نظر بگیریم،  (  13و )  ( 12(، )11روابط )  صورت بهرا

 داریم:

 
(LND) Negative Dependence Lower 1 

1 Upper Negative Dependence (UND) 

2 Pairwise Negative Dependent (PND) 
3 Linearly Negative Dependent (LIND) 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

, , ,

, ,

, ,

, , ,

, ,

, ,

, , , ,

P

P

P

P

P

P

P P

=

=

=

=

=

=

= =

000 0

2
010

10

2
001

10

101 0

3
100

10

1
011

10

1
110 111

10

                                                                                             )11( 

( )
,

,
X X

f X X


 

= 



1 2

1 2

1 1
1

2 2

0

                                                            )12(  

 و

( ) ( )3 31
,

2

g X I X
 
 
 


=   

3

1 1 2 3

1

1 1 1 1
, .

2 2 2 2i

P X P X X P X
=

      
=  −         

      
( ) ( )( ), ,Cov f X X g X1 2 3   

= −  = 
1 2 4 2

0
10 10 10 100

                                                                     )13( 

,در نتیجه  ,X X X1 2  ، پیوند منفی نیستند. 3

پژوهش دیگری،   پیوند منفی    Y  ،X  اگر فرض شود  کهاند  نشان داده  (1983-14دو -)جواگدر  بردارهای مستقل 

دهیم که بردار  نشان میبرای اثبات این ادعا    باشد.هایی از متغیرهای تصادفی نیز پیوند منفی میآنگاه اجتماع مجموعه  ، باشند

(X,Y) باشد. فرض کنید که  پیوند منفی می( ),X X1 )و   2 ),Y Y1   f,gفرض کنید که د. باشن Yو   Xهای دلخواهی از زاراف 2

)دانیم که  توابع صعودی دلخواهی باشند. می ) , |E f X Y Y1 1 پذیر بوده که تقریباً همواره برقرار است. اندازه  Y1یک تابع    1

)نتیجه مشابهی نیز برای   ) , |E g X Y Y2 2 )برقرار است. این امیدهای شرطی را به ترتیب با    2 )h Y1 )و   1 )h Y2 نشان    2

توجه کنید که  می و  h,دهیم  h1 بنابراینصعودی می  2 )  باشند.  ادامه مشاهده می14رابطه  در  آنچه  مانند  باید  برقرار (،  شود، 

               :باشد

     

( )  ( ) , | , , |E f X Y Y Y E f X Y Y=1 1 1 2 1 1 1                

( ) ( )  ( ) ( ) , , , , | ,E f X Y g X Y E E f X Y g X Y Y Y =  1 1 2 2 1 1 2 2 1 2                                    )14( 

 
1 Joag-Dev 

 

 درغیر اینصورت 
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( ) ( )  ( )  ( ) E h Y h Y E h Y E h Y 1 1 2 1 1 2 2  

( )  ( ) , ,E f X Y E g X Y= 1 1 2 2  

از این واقعیت که  به طوری   )که نامساوی اول  ),X X1 )از    2 ),Y Y1 از    بوده مستقل    2 پیوند منفی    ، رو  همینو 

)که   زمانی نیز شود. نامساوی دومتحت شرط حفظ می ),Y Y1  برقرار است. ، پیوند منفی باشد 2

 متغیرهای تصادفی وابسته زبرجمعی منفی های ویژگی  5-1-1

کنیم. برای کسب  ، بدون بیان برهان، اشاره میNSDهای متغیرهای تصادفی وابسته  زبر جمعی منفی  در زیر به برخی ویژگی

به بیشتر  )  مطالعه  اطلاعات  مراجعه  2000هو  ترتیب،    .شود(  دنباله  بدین  ,nX n 1دنباله تصادفیرا  متغیرهای  از   ای 

منفی جمعی  زبر  هر    گویند،    NSDوابسته  برای  تصادفی   ≤ 1nاگر  ,...,  بردار  nX X1    ،NSD  .باشد  

آرایه  , 1, 1Xni n i    آرایه از متغیرهای تصادفی وابسته زبر جمعی منفی ردیفی گویند را  برای هر    ،ای    ≤ 1n اگر 

، , 1, 1Xni n i    ،  .زبر جمعی    زوج متغیر تصادفی با وابستگی   یک منفی      وابستگی پیوند  وابسته زبر جمعی منفی باشد

,...,اگر    اند کهه، نشان داد  (2004)کریستوفیدز و واگلاتو،  منفی آن معادل است. در تحقیق دیگری، nX X1     پیوندی منفی

گاه    باشند،  نیست  هستند،  نیز  NSDآن  برقرار  همیشه  آن  عکس  ادعا    .ولی  این  اثبات  کنید  برای  فرض 

( ), ,..., mX X X X= 1 )و    2 ), ,..., nY Y Y Y= 1 اگر    2 باشند.  مستقل  تصادفی  بردار  آنگاه    Y  ،NSDو    Xدو  باشند، 

( ), ,..., , , ,...,m nX X X Y Y Y1 2 1  است.  NSDنیز  2

 متغیرهای تصادفی وابسته ضعیف   2-1

کنیم، یک رده از متغیرهای تصادفی وابسته است که به متغیرهای تصادفی  به آن اشاره میدر این مقاله مفهوم دیگری که 

موسوم است. این رده از متغیرهای تصادفی وابسته برای اولین بار توسط رنجبر و همکاران  (WND) 15وابسته منفی ضعیف

,.... فرض کنید متغیرهای تصادفی  ه استارائه شد ،(2008) ,X X2 و   1
nX   دارای تابع چگالی احتمال توام و توابع چگالی

)ای به ترتیب احتمال حاشیه  )
1 2, ,..., .

nX X Xf  و( ).
iXf   ،, ,...,i n=12حقیقی     باشند، اگر برای اعداد..., ,x x2 و   1

nx  ضریب ثابت ،M 1   ،( برقرار باشد: 15به طوری که رابطه )وجود داشته باشد 

 

( ) ( )
1

1 2 3,, , ..., 1, 2,...,
n

i

n iX X X X n X ifF x x x M x
=

                                                                               )15( 

,...متغیرهای تصادفی   ,X X2 و   1
nX  .را وابسته منفی ضعیف نامند 

متغیرهای    رده متغیرهای تصادفی وابسته منفی ضعیف، دسته بزرگی از متغیرهای تصادفی را در بر دارد که شامل دنباله

مستقل   )تصادفی  )M می  1= کنید    باشد.نیز  )فرض  ),X Y  نیم توام  توزیع  با  تصادفی  بردار  این   16نرمال یک  در  باشد. 

)صورت تابع چگالی توأم   ),X Y نشان داده شده است:  16آنچه در رابطه )( برابر است با 

( )
( )

( ), , exp , ,X Yf x y x y xy x y
 

  
= − + −  

−−   

2 2

22

2 1
2 0

2 11
                           )16(  

 
15 Weakly Negative Dependent (WND) 

16 half-normal 
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 :( عبارت است ازY)یا  Xای همچنین تابع چگالی حاشیه

( ) exp ,X

x
f x x



 
= −  

 

22
0

2
                                                                            )17(  

−اگر   1  (، داریم:18بر اساس رابطه )  ، آنگاه0

( )

( ) ( ) ( )
( ), ,

exp
X Y

X Y

f x y
x y xy

f x f y

 

 

  
= − + +  

−−− −  

2
2 2

22 2

1 1

12 11 1
                    )18(  

 ( به صورت زیر برقرار است:19، رابطه )بنابراین

( ) ( ) ( ), ,X Y X Yf x y Mf x f y                                                                                    )19(  

M، رابطه فوق که در به طوری 


= 
− 2

1
1

1
). بنابراین  ),X Y  ،WND است 

)فرض کنید  به منظور اثبات ادعای فوق،   ),X Y    یک بردار تصادفی با تابع چگالی احتمال توأم( ), ,X Yf x y    متعلق

 :در این صورت(، باشد. 20رابطه ) ای با چگالی  به صورت خانواده هب

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,X Y X Y X Yf x y f x f y F x F y x y  = + − −  −   1 1 2 1 2 1 0          )20( 

)،  رابطه فوق که در  به طوری   ) ( ) ( ), ,X Y XF x f y f x    و( )YF y   ای  به ترتیب توابع چگالی احتمال حاشیهX    وY  

 :( برقرار است21که رابطه ) توان نشان دادباشند. از طرفی به راحتی میمی Yو   Xای و توابع توزیع حاشیه 

( )( ) ( )( )X YF x F y + − −  +1 1 2 1 2 1                                                                   )21(  

 خواهیم داشت: بنابراین

( ) ( ) ( ), ,X Y X Yf x y Mf x f y                                                                                   )22(  

Mطوی که  به = ). در نتیجه 1+ ),X Y  ،WND .است 

 

,...فرض کنید   ,X X2 و    1
nX  ( را به صورت معادلات 23رابطه )  گاهمتغیرهای تصادفی وابسته منفی ضعیف باشند، آن

 : کنیمزیر تعریف می

( )
11 2 1 2

, ,..., , ,...,
,

i

n

iX
in nX X X x x x M

f xf
 
 
  =    

( ) ( )( )
n n

i i

i i

E h X M E h X
= =

 
 

 
 

1 1

                                                                        )23(  

)  رابطه فوق،که در  به طوری   )
1 2, ,..., .

nX X XF    و( ).iF  ،, ,...,i n=12   به ترتیب تابع توزیع توأم و توابع توزیع

,...ای متغیرهای تصادفی  حاشیه  ,X X2 )باشند و  می  nXو    1 ).h  .همچنین به عنوان   تابعی حقیقی مقدار و نامنفی است

 : داریم( را به صورت زیر 25( و )24، روابط ) WNDبراساس تعریف متغیرهای تصادفی  یک برهان، 

 الف(

( ) ( )1 2

1 2 1 2
, ,..., , ,...,1 2 1 2 1 2

, ,..., ... , ,..., ...
n

n n

x x x

n n nX X X X X X
F x x x f t t t dt dt dt

− − −
=     
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( )1 2

1 2
1

... ...
n

i

nx x x

niX
i

M f t dt dt dt
− − −

=

                                       

( )
i

i

n x

i iX
i

M f t dt
−

=

=   

( )
1

n

i i
i

M F x
=

=                                                                                                                           )24(

                                                                                         

 ب( 

( ) ( ) ( )
1 2, ,..., 1 2 1 2

1 1

... , ,..., ...
n

n n

i i n nX X X
i i

E h X h x f x x x dx dx dx
+ + +

− − −
= =

 
 
 

=     

( ) ( ) 1 2
1 1

... ...
i

n n

i i nX
i i

M h x f x dx dx dx
+ + +

− − −
= =

                                                                        )25 (

         

( )( )
1

n

i
i

M E h X
=

=  ( ) ( )
1

i

n

i i iX
i

M h x f x dx
+

−
=

=            

 مفهوم همگرایی کامل گشتاوری   -2

که مثالی   موضوع  این  اثبات  ترتیب،(  2000)  هوتوسط  نیست،    NAمستلزم  NSD برای  بدین  است.  شده  این    ارائه  او 

یا این    نتیجه گرفت  نیز  بودن راNSDتوان  بودن میNAآیا از    ه است کهمطرح کرددر تحقیق خود به این صورت  را  مسئله  

 . چنین شرطی برقرار نیست

( هو  این،  بر  قض2000علاوه  سه  و  اولیه  خواص  از  برخی  کردنیز  را  NSDساختاری    یه(  دیگر،  ارائه  سوی  از  و  ه 

( واگلاتو  و  بوده(،  2004کریستوفایدس  محققانی  که  دیگر  مساند  داد  ئلهاین  نشان  و  کرده  حل  کهاهرا  بر  NAند  دلالت 

NSDساختار  . مفهوم  داردNSDاوقات و گاهی  است  پیوند منفی  از ساختار  توسیع  ساختار  از  کارآمدتر    این ساختار،  ، یک 

احتمال مورد استفاده قرار حائز اهمیت در    هاییتواند برای بدست آوردن بسیاری از نابرابرمی  ، به طوری کهاست  پیوند منفی 

این موضوع می  گیرد. اهمیت  تحقیقدر خصوص  از  نتایج حاصل  به  )  توان  و همکاران  این  ( 2010اقبال  نمود که  اشاره  نیز   ،

 های درجه دوم متغیرهای تصادفیاز فرم  17دو نامساوی ماکسیمال و قانون قوی اعداد بزرگ    محققان هم در پژوهش خودشان

NSD  با این فرض که را ,iX i 1    یک دنباله از متغیرهای تصادفی نامنفیNSD  با r

iEX     برای هرi 1  وr 1   

قضایای حدی قوی برای متغیرهای    انجام شده،)شن و همکاران(  همچنین در پژوهش دیگری که توسط    .ند اهبدست آورد،  باشد

 نیز  کامل گشتاوری رادامه، همگرایی  در ابا توجه به توضیحات بیان شده تا این بخش از مقاله،  .  شده استارائه   NSDتصادفی  

می ثابت  آن  مورد  در  لم  چند  و  کرده  برای مجموعبررسی    کنیم.ارائه  کامل  تصادفی  بیشتر همگرایی  متغیرهای  موزون  های 

NSDاز جمله  بخشددهد و بهبود میبدون توزیع یکسان، که برخی از نتایج شناخته شده متغیرهای تصادفی را  تعمیم می ،

 . باشد اهداف مورد انتظار از این تحقیق می

 

 
1 strong law large number   
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  NSDای از متغیرهای همگرایی کامل آرایه  1-2

لم   اساس  کنید    1-2بر  فرض  , ,ni nX i k n  1 تصادفی  آرایه    1 متغیرهای  از  آن    NSDای  در  که  باشد، 

 ,nk n 1  که  دنباله است  مثبت  صحیح  اعداد  از  ای 
nk      وقتیn →   ،که    طوریه  ب  باشد

 , ,ni na i k n  1 و  آرایه  1 مثبت  اعدا صحیح  از  ای  ,na n 1    ثابتدنبالهنیز از  کنید  ای  فرض  باشد.  مثبت  های 

 شرایط زیر برقرار باشند:

0برای هر  (1)  ( برقرار باشد: 26رابطه ) 

(26                                                                  )( )1 1

nk

n ni nin i
a P a X



= =
                                                      

( برای یک  2) 0  وجود داشته باشد ،q 1 به طوری که: 

( )( )var
n

q
k

n ni ni ni ni

n i

a a X I a X 


= =

 
   

 
 

1 1

                                                        )27(  

 شود:( به صورت زیر تعریف می28، رابطه ) 0آنگاه برای هر  

( )( )1
1 1

max
n

m

n ni ni ni ni nim k
n i

a P a X EX I a X 


 
= =

 
 
 
 

−                               )28(  

nو    0دانیم  که برای هر می  برای اثبات ادعای فوق، 1 ،( را به صورت زیر 29رابطه ):داریم 

1
1

1
1 1

max

max

n

n

n

m

ni ni ni ni nim k
i

k m

ni ni ni ni ni ni ni ni nim k
i i

P a X EX I a X

P a X P a X I a X EX I a X





 
=

 
= =

 
   

      
 

 
       

              
 

−  

   +  −   



 

 

(29) 

 کافی است نشان دهیم که:   در بخش قبلی، (1بنابر شرط )

( ) ( )
1

1 1

max .
n

m

n ni ni ni ni ni ni nim k
i i

a P a X I a X EX I a X


 
= =

 
   

  
 

 −               )30( 

برای 
ni k 1   وn 1   :قرار دهید 

( ) ( )

( ) ( )

,

.

ni ni ni ni ni ni ni ni ni

ni ni ni ni ni

I a X a X I a X I a X

I a X I a X            

 
 
 

 =    +   −  −

 =    −  −
                 )31( 

 داریم: بنابراین، 

( ) ( )( )
1

1 1

max
n

m

n ni ni ni ni ni ni ni
m k

n i

a P a X I a X EX I a X 


 
= =

 
  
 

 −                              )32(  

( ) ( )max / max /
n n

m m

n nni ni ni nim k m k
n i n i

a P E a P E   
 

   
= = = =

   
   
   
   

 −  + −       1 1
1 1 1 1

2 2  

I J= +  
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 : گیریمدر نظر می صورت زیر به ( را33، رابطه )(1و شرط ) 18بنابر نامساوی مارکوف  Iبرای 

( )
nk

n ni ni

n i

I C a P a X 


= =

    
1 1

                                                                                )33( 

 

)  دهیم می، قرار Jبرای  )2, 1

nk

nin i
M Var 

=
= توان نشان داد که:می ، بنابراین 

( )( ) ( ), .
n nk k

n ni ni ni ni ni ni

i i

M Var a X I a X P a X  
= =

  +  2

2

1 1

8                                         )34( 

 

 

0yبرای هر   ،  باید min , / .d y = 1  م: قرار دهی ( 36( و )35را مانند روابط ) 6

 ( ): min , /
nk

ni ni

i

N n P a X y d
=

 
=   

 
1

1

6                                                                )35( 

 ( )\ : min , /
nk

ni ni

i

N N N n P a X y d
=

 
= =   

 
2 1

1

6                                                  )36(   

 دانیم که: می

( )  ( )/ min , /
n nk k

n ni ni n ni ni

n N i n N i

a P E a P a X y
d

  
 =  =

 
−      

 
   

1 11 1

1
2 6å                 )37( 

 :( برقرار است، بنابراین38رابطه ) کنیم کهدر ادامه ثابت می

( )
2 1

/2 .
nk

n ni ni
n N i

a p E
 =

 
 
 
 

 −                                                                           )38(  

دانیم که  ، می1-2لم  بر اساس , ,ni ni nE i k n −    1 همچنین   باشد.میNSDآرایه ای از متغیرهای تصادفی  1

 داریم:( را به صورت زیر 39، رابطه ) 3-2بنابر لم بر اساس 

( )
1

2 1

max /2
n

m

n ni ni
m k

n N i

a P E
 

 =

 
  
 

 −                                                                      )39( 

( ) ( )
2 2

/24

2.
1

1 2.

nk
y

n ni ni n n
n N i n N

C a P E y C a M

CJ CJ



 = 

  −   +

+

     

 داریم: ( را مانند آنچه در ادامه نشان داده شده است40، رابطه )با توجه به اثبات

( ) ( ) ( )
2

.
2

ni ni ni ni ni ni ni ni ni ni

ni ni

y
P E y P a X I a X Ea X I a X

y
P E

 
 
 
 

 
 
 

 −     −  

 +  −  

        )40(  

nتوان دید که برای می N  ( برقرار است:41، رابطه )2

 
1 markov inquality 
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( ) ( ) ( )/ 6 / 6ani ni ni ni ni ni ni ni ni ni ni niE X I a X E a X I a X y E a X I y a X    +    

                                     ( )
1

/ 6 min / 6,
nk

ni ni
i

y P a X y 
=

 +                             )41( 

/ 6 / 3y d y +   
nکه مستلزم آن است که برای  N 2: 

( ) ( ) .ni ni ni ni ni ni ni ni

y y
P E y P a X I a X P E

   
  −      +  −     

   6 2
                )42(  

 آوریم: دست می به ( را به صورت زیر43، رابطه )(1و شرط ) بنابراین طبق نامساوی مارکوف 

( )

( )

2 2

1
1 1

1 1 1 1

6 2

6

.

n n

n n

k k

n ni ni ni ni n ni ni
n N i n N i

k k

n ni ni n ni ni
n i n i

y y
J a P a X I a X a P E

y
a P a X a P a X





 =  =

 

= = = =

   
   
   

 
 
 

    +  −  

  + 

 

   

            )43( 

Jکنیم  ثابت می ،حال  2   اگرn N )، داریم  2 )
nk

ni ni

i

P a X 
=

 
1

24Y/دهیم  قرار می 1 q=   بنابر  ،

 داریم:  ، (2( و )1های )شرط 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

.

n n

n n

q q
k k

n ni ni ni ni n ni ni

n N i n N i

q
k k

n ni ni ni ni n ni ni

n i n i

J C a Var a X I a X C a P a X

C a Var a X I a X C a P a X

 

 

 =  =

 

= = = =

   
  +    

   

 
  +  

 

 

   

   

2 2

1

1 1

1 1 1 1

            )44( 

 شد. این اثبات کامل در نتیجه، 

 ENDیافته  های متغیر تصادفی تعمیملم  -3

دنباله توسبرای  منفی  وابسته  تصادفی  متغیرهای  از  ) عهای  کامل   (  ENDیافته  همگرایی  نتایج  از  برخی  از  استفاده  با 

  منتشر (  2009از زمانی که مقاله لیو )  پردازیم.می   به شرح این مطلب  (  بیان شده است1997گشتاوری که توسط  هو و تیلور )

متغیرهای   برای  احتمالی  )  ENDشد، خواص  و همکاران  )2010-2012-2014توسط چن  گووان  و  وو  و 2012(،  کیو  و   )

)مفهوم متغیرهای تصادفی وابسته منفی    همچنین،  .ه است( مورد مطالعه قرار گرفت2013همکاران ) )NOD  19    توسط نیز

 ( معرفی شد. 1981ابراهیمی و قوش )

,...,متغیرهای تصادفی  :  1-3تعریف   kX X1  که( )NUOD  20  اگر برای هر  شوندنیز نامیده می ،,..., ,kx x1  حقیقی ،

   ( برقرار باشد، داریم:45رابطه )

 
1 Negatively Orthant Dependent (NOD) 

2 Negatively Upper Orthant Dependent (NUOD)   
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( ) ( )
1

, 1,2,...,
k

i i i i

i

P X x i k P X x
=

 =                                                                      )45( 

 

)و   )NLOD 21 (، برقرار باشد: 46رابطه )یم، اگر ناممی 

( ) ( )
1

, 1,2,...,
k

i i i i

i

P X x i k P X x
=

 =                                                                 )46( 

,...,متغیرهای تصادفی  kx x1  راNODاگر هم  نامیم، میNLOD و همNUOD  .باشد 

کهلی است  بوده  محققی  یافته   ،  تعمیم  منفی  وابسته  تصادفی  متغیرهای  مفهوم  و  داد  تعمیم  را  فوق  منفی  وابسته  ساختار 

( )END .پردازیم.  در ادامه، به بررسی تعریف دیگری از متغیرهای تصادفی می  را معرفی کرد 

متغیرهای تصادفی : 2-3تعریف   ,iX i 1   راEND  خوانیم اگر ثابتی چونM 0 :وجود داشته باشد طوری که 

( ) ( )

( ) ( )

, , ,..., ,

, , ,...,

n

i i i i

i

n

i i i i

i

P X x i n M P X x

P X x i n M P X x

=

=

 =  

 =  





1

1

12

12

                                           )47( 

,برای هر  ,...n ,...,و هر   12= nx x1  .برقرار باشد 

ی از متغیرهای تصادفی مستقل برای آرایه  , ,nkX k n n  1 کنیم که  ، فرض می1 ,na n 1  یک دنباله ای از

اعداد حقیقی مثبت با  
na     و( ) t  :تابع مثبت روج باشد به نحوی که 

( ) ( )
, ,

p p

t t
t

t t

 
+

  
1

                                            )48( 

 شوند: . شرایط به صورت زیر داده میpبرای یک عدد صحیح نامنفی  

, , ,nkEX k n n=   0 1 1
                  

( )

( )

n
nk

n k n

E X

a







= =

 
1 1

                                                      )49( 

k
n

nk

n k n

X
E

a



= =

  
    
   

 

2
2

1 1

                   

 یک عدد صحیح مثبت است.(، 49در رابطه ) kکه به طوری 

 
3 Negatively Lower Orthant Dependent (NLOD)  
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 در ارتباط با مفهوم فوق نتایج زیر قبلا ثابت شده است: لازم به توضیح است که 

فرض کنید    :1-3قضیه   , ,nkX k n n  1 )یک آرایه مثلثی از متغیرهای تصادفی مستقل سطری باشد و    1 ) t 

در    
( ) ( )

, ,
p p

t t
t

t t

 
+

  
1

pبرای عدد صحیحی چون    ،  (94( و ) 84(، )47صدق کند. آنگاه از )  2

 شود که:نتیجه می (50رابطه )
n

nk

kn

X
=

→



1

1
0                                                                             )50(  

 . ( نشان داده شده است2006توسط )کو و همکاران [ 19]  ، در1-3اثبات قضیه 

کنید    :2-3قضیه   فرض  , ,nkX k n n  1 مستقل    1 تصادفی  متغیرهای  از  مثلثی  آرایه  و    ردیفییک  باشد 

( ) t( برای عدد صحیحی چون 6در )p  .شود( نتیجه می9( ، )8( و )7صدق کند. آنگاه از )  1=

های  متغیرهای  را به ترتیب برای حالت2-3و    1-3( قضیه  2010(و وو و ژو )2007-2008(، گان و چن )2000سونگ )

گسترش دادند. هدف از این مقاله، بررسی همگرایی گشتاوری و همگرایی میانگین  NODو متغیرهای تصادفی   NAتصادفی  

 باشد. می ENDهای متغیرهای تصادفی  برای آرایه 

 فرض کنید  :3-3قضیه  , ,nkX k n n  1 و   ENDای از متغیرهای تصادفی  آرایه  1 ,na n 1    یک دنباله از  نیز

اعداد حقیقی مثبت با  
na    باشد. همچنین( ) t کند: تابع زوج مثبتی باشد که در شرط زیر صدق می 

( ) ( )
,

q p

t t
t

t t

 
                                                       )51(   

qبرای  p 1 

pاگر  (1) 1  شود که:نتیجه میزیر  های گاه از شرطآنباشد،  2

 
, , ,nkEX k n n=   0 1 1

 

( )

( )

n
nk

n k n

E X

a







= =

 
1 1

                                                                        )52( 

0برای            

1 1

q
n

q

n nk n

n k

a E X a


−

= = +

 
−    

 
                                                                         )53( 

 

 

p( اگر  2)    (،54رابطه )( و 84( و )74) )روابط( های شرط مطابق با گاه آنباشد،  2

( )
s

n
nk nk n

n k n

EX I X a

a



= =

 
  

 
 

 
2

2
1 1

                                                                   )54(   

s   برای  1 شود.می گیری، رابطه فوق نتیجه 
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کنید    :4-3قضیه   فرض  , ,nkX k n n  1 تصادفی     1 متغیرهای  از  ای  و     ENDآرایه  بوده  ,na n 1    یک

با   مثبت  اعداد  از  دنباله 
na      همچنین )باشد.  ) t  ( در  که  باشد  مثبتی  زوج  برای  15تابع   )q p 1    صدق

 کند. می

p( اگر  1) 1  ، آنگاه از  2

, , ,nkEX k n n=   0 1 1
                                                               )55( 

                                                                                                                                              

( ) ( )
( )

( )
, , ,...,

n
nk

k n

k

i i i i

i

E X
n

a
P X x i k P X x



==

→ →  =   
11

012   )56( 

 شود که:نتیجه می

.
q

n
L

n nk

k

a X−

=

⎯⎯→1

1

0                                                                                           )57(  

p  ( اگر2)   nوقتی که   ( و 14( ، )7، آنگاه از ) 2 →  

( )
n

n nk nk n

k

a EX I X a−

=

 →2 2

1

0                                                                             )58(   

  .
q

n
L

n nk

k

a X−

=

⎯⎯→1

1

 شود.نتیجه می  0

از مستقل متغیر تصادفی یک دنباله   های  برای آرایه   2-3و    1-3های  خاص است، قضیه   ENDاز آنجایی که یک دنباله 

 دانیم که متغیر تصادفی مستقل برقرارند. می

1/

0
1 1

n
q q

n nk n

n k

a P X a t dt
 

−

= =

 
=   + 

 
 

1 1

q
n

q

n nk n

n k

a E X a


−

= = +

 
−  

 
                                 )59(

                                    
( )

1/

0
1 1

q

n
na

q q

n nk n

n k

a P X a t dt
 

−

= =

 
   + 

 
 

1 1

2 ,
n

q q

n nk n

n k

a X a


−

= =

 
    

 
   

 
1 1

2
n

nk n

n k

P X a


= =

 
    

 
                     

 :که عبارتند از میهای زیر دارنیاز به لم  2-3و  1-3های برای اثبات قضیه 

کنید    : 1-3لم   فرض  ,nX n 1    تصادفی متغیرهای  از  ای  آرایه  و    ENDدنباله  بوده  صفر  میانگین  با 
n

n k

k

B EX
=

=  
2

1

و  
n

B 0  همچنین .
n

n k

k

S X
=

= 
1

M؛ آنگاه چنان ثابت   0  :وجود دارد که 
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( ) ( )

exp log

n

n k

k

n

P S x P X y

x x xy
M

y y B

=

  

  
+ − +   

  


1

2 1

                                            )60(   

0xبرای      0وy y 0 

فرض کنید    :2-3لم   ,nX n 1    یک دنباله از متغیرهای تصادفیEND    با میانگین صفر بوده و
p

kE X      که در

,آن  ,...,k n=12   وp  . فرض کنید  2
n

n k

k

S X
=

= 
1

 ؛ آنگاه  

/

,

p
n n

p p

n k k

k k

E S C E X EX
= =

   
 +  

   
 

2

2

1 1

                                                        )61(    

طوری   در  به  فوق، که  به    C  رابطه  تنها  که  است  ثابت  دارد  pیک  است،    بستگی  کافی  آن،  اثبات  برای  و 
n

n k

k

B EX
=

=  2

1

 : قرار می دهیم(، 62رابطه ) با در نظر گرفتنرا  

( ) ( ) ,
P PPE Y P P Y x x dx E Y


−=   
1

0
                                                    )62(  

 

y/  در نظر گرفتن با x P= ( داریم: 84در ،) 

P

P P

n

x
Pe x dx

PB

−


− 
+ + 

 


2
1

0
2 1

n
P

k

k

x
P P X x dx

p


−

=

 
  

 


1

0
1

( )
P P

n nE S P P S x x dx


−= 
1

0
 

/

/ ,

P
n n

PP P P

k k

k k

P P
P E X e P B EX+

= =

  
= +   

  
 

2

1 2 2

1 12 2
                                                   )63( 

 ( را به صورت زیر داریم: 64رابطه ) بر اساس رابطه فوق،که به طوری 

( ) ( )

( )
( )

,

.

B x x dx

x x dx

−−

 − +−

  = −

= +





1 11

0

1

0

1

1

                                                                    )64(  

)با قرار دادن   ) /max , / , /P P PC P e P B P P+= 1 2 2 به صورت    ( مراحل اثبات را62( به )61با استفاده از روابط )  2

 کنیم. طی می  زیر
/

,

p
n n

p p

n k k

k k

E S C E X EX
= =

   
 +  

   
 

2

2

1 1

 

( ) ( )1

0
.

P PPE Y P P Y x x dx E Y


−=                                                               )65( 
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 ای از متغیرهای تصادفی قضایای همگرایی کامل گشتاوری برای دنباله  -4

قضیه   می  1-4ابتدا  بیان  صورت  این  به  کهرا  کنید    کنیم  فرض  , ,nkX k n 1 متغیرهای   1 از  دنباله  یک 

به نحوی که    NSDتصادفی  اعداد حقیقی مثبت داریم  از  و همچنین یک دنباله  naباشد       و( ) ,k t k 1   یک

تابع مثبت که در شرط
( ) ( )k k

q p

t t
t

t t

 
      برایq p  1 گاه  . آنباشد  کندصدق می  2

,های    تحت شرط ,nkEX k n=  0 1 و         1
( )

( )

n
k nk

n k k n

X
E

a







= =

 
1 1

 

0 برای  ( را داریم: 66، رابط ) 

 
1

1 1

max

q
j

q

n nk n
j n

n k

a E X a


−

 
= − +

 
−   

 
                                                                   )66( 

 

 

n  اثبات رابطه فوق، برای  برای 1     از نماد( ) max | |
j

n j n nkk
M X X  =

= 1 1
 توانمیبنابراین،  کنیم.  استفاده می   

 ( را به صورت زیر در نظر گرفت: 67رابطه )

( ) 

( ) 
( )  ( ) 

( )  ( ) 

q
n

q
n

q
n

qq

n n n

n

q q

n n n

n

a
q q q

n n n n n
a

n

q q

n n n n
a

n n

a E M X a

a P M X a t dt

a P M X a t dt P M X a t dt

P M X a a P M X t dt I I





 




−

=

 
−

=

 
−

=

  
−

= =

−

= − 

 
=  + +  + 

 

  +  = +



 

  

  

1
1

1

0
1

1 1

0
1

1

1 2

1 1

         )67(  

I( کافی است ثابت کنیم که  1-4)  قضیه  برای اثبات  1
Iو      2

کنیم.  آنها را مرحله به مرحله ثابت می  در نتیجه،.  

Iکنیم که  نخست، ثابت می  1
nبرای بدین ترتیب،  . 1 ،( را 68رابطه )کنیم: تعریف می 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
j

n n n n

k nk nk n j k k

kn

X X I X a T X EX
a =

=  = −
1

1
                                        )68(  

در این صورت برای هر    ، داریم: 0

( ) ( ) ( )

max

max max max

j

nk
j n

kn

n n

nk n j k
j n j n j n

kn

P X
a

P X a P T EX
a





 
=

     
=

 
  

 

 
  +  −  

 





1
1

1

1 1 1
1

1

1
                         )69(  
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اساس، بر 
( ) ( )k k

q p

t t
t

t t

 
      و, ,nkEX k n=  0 1 و    1

( )

( )

n
k nk

n k k n

X
E

a







= =

 
1 1

و لم         
( )

r
u

n
nk nk n

u
n k n

E X I X a

a



= =

 
   
 
 

 
1 1

 داریم:  

( )

( )

( )

( )

1
1

1
1

1
1

1

1
max

1
max

1
max

0

j
n

k
j n

kn

j

nk nk n
j n

kn

j

nk nk n
j n

kn

n
nk nk n

k n

EX
a

EX I X a
a

EX I X a
a

E X I X a
n

a

 
=

 
=

 
=

=

= 

= 


 → → 









                                                 )70( 

 از 

( ) ( ) ( )

max

max max max
n

j

nk
j n

kn

n n

nk n j k
j n j n j n

an

P X
a

P X a P T EX
a





 
=

     

 
  

 

 
  +  − 

 
 





1
1

1

1 1 1

1

1
                      )71( 

     

nبه اندازه کافی بزرگ   nشود که برای  نتیجه می(، 72رابطه ) →   ، :داریم 

( ) ( )max max
j n

n

n jnk nk
j n j n

k kn

P X P X a P T
a




   
= =

   
       

   +  
1 1

1 1

1

2
                        )72( 

 

 برقرار هستند:  IIو   Iکه بنابراین تنها  لازم است ثابت کنیم 
 

( )
n

nk n

n k

I P X a


= =

=   
1 1

                                                                                )73( 

( )
max

n

j
j n

n

II P T


 
=

 
=    

 


1
1 2

                                                                           )74( 

   

از لم        برای 
( )

r
u

n
nk nk n

u
n k n

E X I X a

a



= =

 
   
 
 

 
1 1

 : که ،شودنتیجه می( 75، رابطه )

( )
( )

,

q
n n

nk nk n

nk n q
n k n k n

E X I X a
I EI X a

a

 

= = = =


=     

1 1 1 1

                                )75( 
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r،   برای   p,کنیم. چون را اختیار می 2 r p 2  بنابر نابرابری مارکوف، لم 

 

max , ,

p
k n

pp

i i
k n

i i

E X E X p−

 
= =

 
   

 
 

 3

1
1 1

2 1 2                                                   )76( 

نابرابری و لم     – rCو 
( )

r
u

n
nk nk n

u
n k n

E X I X a

a



= =

 
   
 
 

 
1 1

 داریم:  

 

 

( ) ( )
22

2
1 1 1

1

2

rr n nr
n n

k k

n k kn

C E X E X
a


−

= = =

   
  +   
     

  
( )

1
1

max
2

r
r

n

j
j n

n

II E T


−

 
=

 
  

 
  

( ) ( )
2 2

2
1 1 1 1

r
r

n n
n n

k k

r
n k n kn n

E X E X
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a a

 

= = = =

 
  +
 
 
 

                                                                         )77( 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1

r
p p

n n
n n

k nk n k nk n

p p
n k n kn n

E X I X a E X I X a
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a a

 

= = = =

  
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 
 
 

    
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2

1 1 1 1

r
p p

n n
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p p
n k n kn n

E X I X a E X I X a
C C

a a

 

= = = =

  
  +  
 
 
 

    

می  سپس که  ثابت  Iکنیم   2
نمادهای   از   ., ,q

nk nk nk nk nk nkY X I X t Z X Y
 

=  = − 
 

1

و   

( ) max
j

n j n nkk
M Y Y  =

= 1 1
 داریم:( را به صورت زیر 78بنابراین رابطه )کنیم ، استفاده می 

( )    ( ) 
n

qq q

n nk n

k

P M X t P X t P M Y t
=

   + 
1 1

1

1

                                         )78( 

 

 : در نتیجه

  ( ) q q
n n

n
q qq q

n nk n n
a a

n k n

I a P X t dt a P M Y t dt
  

− −

= = =

  +   
1 1

2

1 1 1

                            )79(  

II += 3 4  

I3برای 
بنابر لم   

( )
r

u
n

nk nk n

u
n k n

E X I X a

a



= =

 
   
 
 

 
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 داریم: 
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( ) 
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q q
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q
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E X I X a

a
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−
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−

= =



= =

=  

  


=  

 

 



1

3

1 1

1

0
1 1

1 1

                                              )80(  

 

 

می ثابت  که  حال  Iکنیم   4
لم     از  ,نخست  ,nkEX k n=  0 1 لم      و1

( )
r

u
n

nk nk n

u
n k n

E X I X a

a



= =

 
   
 
 

 
1 1

nزمانی که   → ( 81باشد، رابطه ،)شودنتیجه می:   
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q
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j
q q

nk nk
t a

k
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 
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1

max max
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q، برای  به اندازه کافی بزرگ nبنابراین برای 

nt a ( را به صورت زیر 82رابطه )  : داریم 
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 به اندازه کافی بزرگ داریم:  nدر این صورت برای 
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فرض کنید   n nd a= بنابر لم  زیرو    1+
rC− توانیم ملاحظه کنیم که:نابرابری، می     
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qtفرض کنید که  u=   درI42   توجه کنید که برایq   ، داریم: 2
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سپس، بنابر  لم   
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 کند. را کامل می 1-4این اثبات قضیه گیری شد که نتیجه

فرض کنید    :2-4قضیه   , ,nkX k n 1 از متغیرهای تصادفی   1 باشد و فرض کنید که  NSDیک دنباله  ,na n 1 

که   کنید  فرض  همجنین  که  نحوی  به  باشد  مثبت  حقیق  اعداد  از  دنباله  یک 
na         شرط در  که  باشد  مثبت  تابع  یک 

( ) ( )k k
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t t
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t t
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 شود.نتیجه می (91رابطه )،   ɛ> 0برای هر   

 n n n q
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a E b Z
 +

=

−  
1

                                                                                  )91( 

منظور   فوق،    اثباتبه  قضیه  ادعای  اثبات  مشابه  بحث  بنابر  نمادگذاری،  از  که  می،  1-4بعد  کنیم  ثابت  توانیم 

,I I   1  شود برقرار است. بنابراین: ( به صورت آنچه که در ادامه مشاهده می92رابطه )و   3
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n  زمانی که →  برای تکمیل اثبات، تنها لازم است که ثابت کنیم  هستند  برقرار  ، روابط فوق کندمیل می .I  4  .
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لم   مارکوف، 
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Iبحث مشابه اثبات    بر اساس  41    وI  42    با جابجا کردن نمای(با    2،)  ( که در  95توانیم مطابق با رابطه )می

I,  ادامه آمده است، I    43 چون   I44برای در نتیجه،   آوریم.را بدست 43   که: شودمشاهده می 2
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می ثابت  که  سپس  Iکنیم    44
حالت     شروع،  qبرای  1 می   2 نظر  در  چون  را  گیریم.   لم    2 بنابر   ،
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qکنیم که در حالتدر نهایت، ثابت می p 2  :داریم ،I   44  چون .q     و  ،  لم  بیان شده   ر اساس، ب2
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 آوریم. را بدست می بنابراین نتیجه مطلوب

 

 

 گیرینتیجه  -5

آنچه که در این تحقیق به عنوان چارچوب اصلی در نظر گرفته شد وابسته منفی بودن متغیرهای تصادفی است که به تفصیل 

در مورد آنها اشاره شد، بدین ترتیب، همواره باید متغیرهایی را در نظر بگیریم که اثر تابع غیرنزولی بر هر دو متغیر تصادفی  

مفروض دارای کوواریانس با مقداری منفی یا صفر باشند و چنانچه این شرایط برای متغیرهای تصادفی برقرار نباشد، مطالعه  

باشد. همچنین، ابتدا اصول اساسی نظریه احتمال و نیز انواع همگرایی و براساس سایر مفروضات حائز اهمیت این تحقیق نمی 

و سپس با استفاده از این اصول اساسی موضوعات    همچنین انواع وابستگی در مورد متغیرهای تصادفی مورد مطالعه قرار گرفت

آوری شده و  مطرح شده در مقالات مورد تحلیل قرار گرفته و با استدلال و استنتاج ریاضی و یافتن روابط بین اطلاعات جمع

وابستگی متغیرهای تصادفی به عنوان یک مفهوم نه  بندی نتایج حاصل، تجزیه و تحلیل انجام شده است. در این مقاله،  جمع 

از شاخه های نظریه آمار و احتمال مانند زنجیره مارکوف، بلکه در مسائل کاربردی نیز دیده شد و توسعه پیدا  تنها در بعضی 

پژوهش  از  نتایج حاصل  که  است  داده  نشان  خوبی  به  نیز  کامل گشتاوری  هگرایی  با  رابطه  در  اثبات شده  قضایای  های  کرد. 
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پیشین و برخی از نتایج منتصب به متغیرهای تصادفی، بهبود یافته و بسط دادن رویکرد مورد مطالعه در این تحقیق، از نکات 

 شود. مثبت آن محسوب می
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